Mathématiques pour les Sciences de la Terre

GEOMETRIE

Géomeétrie d'Euclide

Transformations ponctuelles - Isométries
Géomeétrie vectorielle

ESPACE VECTORIEL

Structure d'espace vectoriel — Dual - Applications de'E —> E
Algébre linéaire

Algorithmes (calcul matriciel)

STATISTIQUE

Statistiques descriptives

Probabilités — Principales lois statistiques
Raccordement a une loi statistique — Tests statistiques
Moindres carrés linéaires, linéarisés

Algorithmes (tests statistiques, moindres carres)




GEOMETRIE D'EUCLIDE (1) : Fondements

Datation : Antiquité

Plan (aucun point privilégié)
- pas de norme
- pas d'orientation

2 Théoremes fondamentaux :

Pythagore Thales
A A A
A'I \a
Hypothénuse o \B
C
B c cu:
AB2? + BC2 = AC? A'B' AB

\ / AC AC

Relations entre longueurs relatives




GEOMETRIE D'EUCLIDE (2) : Définitions des angles non orientés

Demi-droites O’ (OXAOy) = (0 'I\O'y')

y A
0 << = (0’ 0x)

X y’ Mesure de I'angle :
X' A
0<(Ox,0y)=s «
Droites A A
A’ (D, D’) = (A, AY)

D

Mesure de I'angle :

A
0<(D,D") S w2

) A



GEOMETRIE D'EUCLIDE (3) : Définition des angles orientés

o - A A
Demi-droites O (0x, Oy) = (O'y", O'X")

d A
O<< =-(0x, 0Y’)

Mesure de I'angle :

X y-
A A X 0<0xYy) < 27
(Ox, Oy) = (O'y', O'x")
Droites droites A A
____.._.:,..:-.-::::I'.'.f ........... Al (D, D") = (A", A)
D A

Mesure de lI'angle :

A
0<(D,D) < 7



GEOMETRIE D'EUCLIDE (4) : Définition des fonctions circulaires

M
Pythagore = Angles non orientés aigus
p HM HM
tga=—_~  COSa=—— Slha=_
OH
a
H O

Angles non orientés de demi-droites : 0 Sa <=

-1Scosasl
OSsina <1

—>seul cos a caractérise
les angles non orientés

H O X




GEOMETRIE D'EUCLIDE : SIMILITUDE

1er cas de similitude :
Si a=a'et f=p"
alors ABC et A'B'C' sont semblables

A A’ C' [ 2eme cas de similitude :
Si a=a'et A'B''/AB =A'C'/AC
alors ABC et A'B'C' sont semblables

Définition : ABC et A'B'C' sont semblables || 3¢me cas de similitude :
Ssi B'C'/BC = A'C'/AC = A'B'/AB Si B'C'/BC=A'B'/AB = A'C'/AC
et a=a,p=pety=y alors ABC et A'B'C' sont semblables

QUESTION : A-t'on similitude si: =" et A'B/AB=A'C'/AC ?




GEOMETRIE EUCLIDIENNE (1) : Isométries

Plan Euclidien P

- aucun point privilégié (erigine)
\ - norme (unité de longueur)
1 - sans (avec) orientation

Définition : Une isométrie est une bijection de P sur P qui conserve les distances
L'application t : P— P est une isométrie ssi t est bijective
et Vv AeP, V BeP, t(A) t(B) = AB

3¢me cas d'égalité des triangles = les isométries conservent les mesures
d'angles non orientés de demi-droites

Propriétés

* Si t est une isométrie, t-! est une isométrie
* Sit et s sont des isométries, tos et sot sont des isométries



GEOMETRIE EUCLIDIENNE (2) : Regles d'égalitée des triangles

B B
C e
A A i
Définition : ABC et A'B'C' sont congrus 1er cas d'éqalité :
ssi : BC=B'C',CA=C'A', AB=A'B’ SiBC=B'C',B=p'ety=y'
et a=a,B=py=Y alors ABC et A'B'C’ sont congrus
B
B! A’ B! A’
5 o'
C
..Cl A Cl
2¢me cas d'éqalité : 3eme cas d'égalité :
SiAB=AB',AC=AC'eta=0a' SiAB=A'B',BC=B'C'etAC=A'C’
alors ABC et A'B'C' sont congrus alors ABC et A'B'C' sont congrus




GEOMETRIE EUCLIDIENNE (3) : Isométries

Dans le plan Euclidien, toute isométrie est d'un des types suivants :
| : M —I(M) = M.

1)Identité |
—>
2)Translation T, de vecteur V

3)Rotation (centre O, angle o)

T,:

RO,oc:
tq:

4)Symétrie orthogonale S, d'axe A S, :

M >M'= T, (M) tq MM’ =V,

M—>M' =
OM'=OM ‘et (OM,OM) = o (2n)

M-M' = §,(M) tq A médiatrice de MM

Ro (M)

9)Glissement G, , d'axe A et de vecteur_\rparalléle aA:

G,y: MM =To8,(M) = S,oT, (M)
1) 2 _ V. 3) Mo S
@ O + Ry
M, M' M M
ol
a) e 5)




GEOMETRIE EUCLIDIENNE (4) : Classification des isométries
DEFINITIONS :

Déplacement : Isométrie d conservant les mesures d'angles orientés de demi-droites

(d(A) d(B)). d(A) d(©)) = (AB, AT) (2n).

Retournement : Isométrie r changeant les mesures d'angles orientés en leur opposées
—»  —p
(A rB), TR r(C)) = - BB, AT) (2n),

Points fixes : Points du plan Euclidien qui sont leur propre image par l'isométrie t
F = point fixe < t(F) = F

Déplacements Rotations Identité Translation

Retournements Symétries Glissement
orthogonales

Points fixes ? ? ? ?




GEOMETRIE EUCLIDIENNE (4) : Classification des isométries
DEFINITIONS :

Déplacement : Isométrie d conservant les mesures d'angles orientés de demi-droites

(d(A) d(B)). d(A) d(©)) = (AB, AT) (2n).

Retournement : Isométrie r changeant les mesures d'angles orientés en leur opposées
—»  —p
(A rB), TR r(C)) = - BB, AT) (2n),

Points fixes : Points du plan Euclidien qui sont leur propre image par l'isométrie t
F = point fixe < t(F) = F

Déplacements Rotations Identité Translation
Retournements Symétries Glissement
orthogonales
Points fixes droite A centre O plan P %]

Théoreme fondamental : Toute isométrie peut toujours s'exprimer
comme la composée d'au plus 3 symétries orthogonales.




STRUCTURE DES ENSEMBLES : GROUPE

Groupe : Soit G un ensemble, e un élément de G et *xune loi de composition interne.
(G, e, X) est un groupe ssi:
1) la loi * est associative: V(a,b,c) e G}, ax(bXc)=(akxb)kxc
2) la loi admet e comme élément neutre: Vae G aXe=e%kxa=a
3) tout élément de G a un inverse: VaeG,73aeG akxa=akxa=e

Groupe abélien: Soit G un groupe, a et b 2 éléments de G et *sa loi de composition interne.
Le groupe G est abélien (commutatif) si
4) sa loi interne * est commutative : VaeG Vb e G ax =bxka

Homomorphisme: Soient (G, e, %) et (G', e', *') 2 groupes et f : G ->G'. f est un homomorphisme si :

Morphisme 1) Va € G, Vb € G, f(axb) = f(a)x"' f(b)
de Groupe : 2) Va € G, Vb € G, fle)=e'
3) Va € G, f(a) = f(a)

Propriété : Si f est bijectif, son inverse f1 est aussi un morphisme de groupe

Isomorphisme: Soient (G, e, x) et (G', e', *') 2 groupes et f: G >G'. f est un isomorphisme
ssi f1 est un morphisme bijectif. f est alors aussi un morphisme bijectif.

Sous-groupe: Soit (G, e, x) un groupe et H un sous-groupe de G. (H, e, %) est un sous-groupe de G ssi

1) Vae H, Vb e H, axb e H (stabilité par rapport a %)

2)ecH

3) Va e H, aeH (stabilité par rapport a I'inversion)
Cardinal : Un groupe G est dit "fini" ssi I'ensemble G a un nombre fini d'éléments.

On appelle "ordre” d'un groupe fini G le nombre d'éléments de G : ordre de G = Card G.



GEOMETRIE EUCLIDIENNE (4) : Groupe des isométries

Idée : Montrer graphiquement que la composé (f o g) de 2 isométries
fet g est une isométrie (f,g=I,T,Ry,,S,etG,y ).

EXEMPLE : f=Ry 50» 9 = Ro: 0

1) Représenter I'action de (f o g) sur un bipoint (A, B)
avecfog (A,B)=f(g (A, B))

fog: (A, B)> (A", B") et vérifier si (A"B" ) = (AB) (isométrie)

2) Deviner la nature de f o g a partir de quelques bipoints objets-images.

3) Etablir la table de multiplication des isométries.

4) Exemple 6/m (3D) : Cardinal, Sous-groupe, Abélien (A Faire)



GEOMETRIE EUCLIDIENNE (4) : Groupe des isométries

Idée : Montrer graphiquement que la composé (f o g) de 2 isométries f et g est une isométrie
(f,g=LT,Rp, S,etG,y ).

1) Représenter I'action de (f o g) sur un bipoint (A, B) avecfo g (A, B)=f(g (A, B))
fog: (A, B)—> (A",B") Vérifier si (A"B" ) = (AB) (isométrie)

2) Deviner la nature de f o g a partir de quelques bipoints objets-images.

3) Etablir la table de multiplication des isometries (a faire).

\ \ 1




GEOMETRIE EUCLIDIENNE : PLAN MUNI D'UNE METRIQUE

b N

O a

. 1

B b N

4 4

Plan + métrique, non orienté

MN = 2

(Oa, Ob) = n/2

(Oa, OD) : pas de valeur (+n/2 ou —1/2)

a'I

INVARIANT PAR ISOMETRIE

Plan + métrique, orienté
MN = 2

(Oa, Ob) = n/2
(OF, Ob) : +n/2

a

INVARIANT PAR TRANSLATION




GEOMETRIE D'EUCLIDE : PLAN NON MUNI D'UNE METRIQUE

b N /@b N

M M
o) a o) a
Plan non normé, non orienté Plan sans métrique, orienté
MN : pas de valeur (MN 20) MN : pas de valeur (MN 20)
(% Ob) = n/2 (% Ob) = n/2
(OX, Ob) : pas de valeur (+1/2 ou —/2) (OF, OB : +n/2

INVARIANCE PAR LES SIMILITUDES




GEOMETRIE D'EUCLIDE : SIMILITUDE

1er cas de similitude :
Si a=a'et f=p"
alors ABC et A'B'C' sont semblables

A A’ C' [ 2eme cas de similitude :
Si a=a'et A'B''/AB =A'C'/AC
alors ABC et A'B'C' sont semblables

Définition : ABC et A'B'C' sont semblables || 3¢me cas de similitude :

ssi B'C'/BC = A'C'/AC = A'B'/AB Si B'C'/BC= A'B'/AB = A'C'/AC
et a=a,p=pety=y alors ABC et A'B'C' sont semblables
Définition : Soit A un réel strictement positif (A eRTF)

On appelle "similitude” de rapport A toute bijection de P
sur lui-méme qui multiplie les longueurs par A .

S : P> P est une similitude de rapport A ssi S est bijective
et vérifie pour tous points AetB de P :
S(A) S(B) =\ AB




GEOMETRIE D'EUCLIDE : SIMILITUDES REMARQUABLES

Similitude de rapport A : S:P>P tq. S(A)S(B)=AAB

Isométries :  Similitude de rapport A =1

Homothéties: Soitpu cR*etOc P.

On appelle "Homothétie de centre O et de rapport u"

la bijection de P sur lui-méme telle que :

Hom(O,p) : P—P Sr_ ob
MM tq. OM'=pu0

Si u > 0 = Homothétie positive
Si u <0 = Homothétie négative
Sip=1 = ldentité
Si u = -1 = Rotation de centre O, angle = : R(O, )
= Symeétrie centrale de centre O

Similitude directe : conserve les angles orientés
Similitude inverse : change l'orientation des angles




GEOMETRIE D'EUCLIDE : DECOMPOSITION CANONIQUE DES SIMILITUDES

Théoreme :

Une similitude directe est soit un déplacement (isométrie directe), soit une
homothétie, soit la composé d'une homothétie d'une homothétie et d'une
rotation de méme sens.

Une similitude inverse est soit un retournement (isométrie inverse), soit
la composé d'une homothétie et d'une symétrie orthogonale dont I'axe passe
par le centre de I'homothétie.

= CRISTALLOGRAPHIE :
IL EXISTE DES OPERATEURS DE SYMETRIE PROPRES ET IMPROPRES

QUESTION : L'espace tridimensionnel considéré en Cristallographie
classique suit-il la géomeétrie d'Euclide ou la géométrie
Euclidienne (Est-il normé, orienté ?) ?
Quelle invariance considére-t'on ?

CARTOGRAPHIE :

QUESTION : Quelles sont les caractéristiques de I'espace sur lequel
on représente les objets géologiques ?




GEOMETRIES ET INVARIANCES : Le programme d’'Erlangen de Klein

Félix Klein (1872) :

Il existe DES géométries; chaque géométrie est
caractérisée par son groupe de transformations
laissant invariantes les propriétés du plan

Géomeétrie Euclidienne : Isométrie P—-P t:t(A) t(B) = AB
_ —_— —>
Translation Porient = Porient 1 t(A) t(B) = AB
Géomeétrie d'Euclide : Homothétie P—P S:S(A) S(B)=AAB
Géométrie conforme :  Inversion P-O-»P-O r: M->M EM = a2 EI\W
OM?
= Aéronautique
Géomeétrie projective : Birapport P—-P J:(A,B,C,D)>(A'B'C'D’

CB DA C'B'D'A’
= Dessin "en perspective”



GEOMETRIE VECTORIELLE : DEFINITIONS

Géomeétrie vectorielle : Décrire différement la géométrie Euclidienne
dans un plan orienté.
Etudier les propriétés de ses invariants (translations).

E : Ensemble des points du plan (espace) Euclidien
E: Ensemble des vecteurs du plan (espace) vectoriel

-5 : Applicationde EXE —» Eassociant a tout couple de points (A, B)
équivalents§ dans le plan E orienté un unique vecteur AB (translation)

] B' u Blll

AIlA......ﬁ -Alll
A N
All
Vecteur (vecteur libre) : Classe d'équivalence de bipoints
(E: pas d’origine O) = {bipoints équivalents dans le plan Euclidien orienté}

= {bipoints équivalents par translation }
Propriétés non locales : poids P, champ magnétique-g,

ecteurtie ur li t
Propriétés locales : pendaged'ume-eeuche .




GEOMETRIE VECTORIELLE : PROPRIETES FONDAMENTALES

‘ A,
d
;Ag
5
Joo
’ - éb
COMPOSITION D’ISOMETRIES “
\ 1
ADDITION DE VECTEURS MULTIPLICATION PAR UN REEL A
EQE: g;;ufg‘;;g U: EXEoSE AT (A)=A,
v EXE— A,:T,(A)=A,
—> ..
UV: EXEoE A:Ty(T, (A)=C EXEoE  A_;:Tu(A_)=A,
"Relation de Chasles” W EXESE A :THMA)=A,,

= Définition d'un espace vectoriel au sens large



GEOMETRIE VECTORIELLE : Base deTE', coordonnées d'un vecteur

M Base deE: tout ensemble de 2 vecteurs non colinéaires

A &}

\  Tout vecteur Om de-E se décompose de fagcon unique :

\
\_> 5!\5=x1 'a:+x2?2

Coordonnée Xx;: projection de M perpendiculairement
a tous les vecteurs MA, (j # i)

—>
Vecteur MAj - Vecteur perpendiculaire aux vecteurs

de base g, (i # j)

| | = base du "DUAL" de I'espace vectoriel E

= Vecteurs E\T* en Cristallographie
o) A =>Vecteur d'onde
1



GEOMETRIE VECTORIELLE : NOTATION DES VECTEURS

Notation "bipoint" : KE, AB, AB * Indépendante du choix de la base
vecteur = bipoint * Direction et sens facilement visualisables
* lllustre bien les vecteurs liés
* Addition facile (relation de Chasles)
* Notation concise
@* Multiplication par un scalaire peu claire

* Calcul sur schéma (informaticue)

Notation "translation" : \7 V, L/ \'} * Indépendante du choix de la base
vecteur = transformation de E * lllustre bien les vecteurs libres
* Multiplication par un scalaire claire
* Addition peu visualisable
* Notation trés concise
@ * Direction et sens peu visualisables

* Calcul sur schéma (informatigte)

Notation "coordonnées" : [x1, x2> (Dirac) g * Addition facile
vecteur = résultat d’'une décomposition * Multiplication par un scalaire facile
(le * Calcul algébrique possible (=Informatique)
(colonne)@ * Direction et sens peu visualisable
X, * Dépend intrinséquement de la base
* Notation lourde (en particulier a N dimensions)



GEOMETRIE VECTORIELLE : NORME, PRODUIT SCALAIRE ET VECTORIEL

DEFINITIONS :

Isométrie = Norme ||AB|| du vecteur AB ||AB|| = AB

Définition : ||A EI || est un scalaire, défini positif ou nul
=Déf. générale d'une norme (cf. Espace Vectoriel)

] ] ] > > > > > > ——
Conservation } =Produit scalaire deVetV': V.V'=|V|.||V]] cos(V, V')

L . > > > >
Propriétés : Symeétrie v.vi=VvV'.V

des angles

> > > >
Bilinéarité  (U+V).W = U.W + V.W
> > >
(L U). V=AUV
> > S>> >
w (U+V) = W.U + W.V

> >
V (AU)=AV.U
i . —> > > >
Carré scalaire de V: V2=V.V = ||V]|?
] ] > > > > > >
Produit vectoriel de Vet V': V xV'=||V|I IV sm(V V) >
Propriété : Aire algébrique du parallélogramme basé sur V, V'
VxW > > > > > >
v v (VxV)LV et (VxV)LV




GEOMETRIE VECTORIELLE 2D: NORME, PRODUIT SCALAIRE ET VECTORIEL

Expression dans une base bidimensionnelle (| j) quelconque ou V =X1+V,]
~ _ V,=Xi+VY,]

(X'+WJXX'+bJ)

T+mzif+yd j.J

J

V.V,
VIV, = XX, 1.0 +XxY, I
V.V, —xxzu Py, T+ 00y, + )

Vi= ViV V= ) T e 2xy 1

Produit scalaire :

-

Norme de V, :

gl
I

Aire algébrique :
JAT+ V1Yo inj

Ol + ¥, DACGT+Y, 1)
X T
A= (XY, =¥ %) T A

AL XY, T AJ+YX

1
X,X,
A=XY, T AT+Y% JAT

g
Il

XX
Yi Yo

I'aire algébrique vaut: A = Det;;. ])(\71, \72) X(T A I)

aire du paralléloaramme

aire du paralléloaramme fonction des
construit sur (I, |

construit sur (Vl,Vz coordonnées
= independant de 1a base | | _, japendant de la base — dépendant de la base

Det(r, ])(\7;_1 \72): X]_yZ _ X2y1

Déterminant : Det(r ])(* \72):




GEOMETRIE VECTORIELLE 3D: NORME, PRODUIT SCALAIRE, VECTORIEL ET MIXTE

Expression dans une base bidimensionnelle ( i, k)quelconque ot Vi=Xi+Yy,]+7 k
V,=XT+Y,j+z,k

Produit scalaire : ~ V,V, =(x, T +y, T+ K)(x, T +y, J+2,K)

<1

- |2 ) —(12
'V, = %%, T A AR S N
F00Y, + Y% ) T T+ (%2, +2%) TK +(2Y; +2,%) K. ]

—>

V, : 7 jk
rorme e Bt W= e T K X T X TR 2, TR

—

Aire algébrique : AV = (X% T+ Y, T+ 2, K)A (X T +y; ] +2,K)
V /\V —( 2y3_Y2X)r/\]+(Y2 2Y3)J/\k+(z X3 XZ3)R/\

Volume algébrique : V = (aire algébrique) * hauteur |\/ (V /\V3] /

V =2,(X,Y5 ~ Y,%) k(l A J)"‘ X (Y225 = 2,Y5) | -(J /\k)
+¥,(2,% — %,2,) T(K AT)

V = Det; ; (i, V. Vs)* (7 A K))

i(jAK) :Volume de base

XX X
Determinant : Det(r, ]-,R)( Vs, 3): Yi Y2 Y3 = XY2Zs + Y1Z2,X5 + X, Y,
Z, 1, 1, = X Y32, + Yi23X, + X3,




ESPACE VECTORIEL : DEFINITIONS

K-espace vectoriel : Soient (K, O, +,, 1,, *x) un corps commutatif,
(E, O, +¢) un groupe commutatif muni de la loi externe
KXE —-E, (a,v)—>a v
(E, O, +¢, *g) est un espace vectoriel sur le corps (K, O, +,, 1,, *«) ssi :

bilinéarité ﬁ 1) V(a, u, v) e KxE?2 a*c(Uu+ev)=(a*zu) +(a *g V)
2) V(a, B, v) eK?xE (a+gB)*ev)I=(@*eV)+g BTeV)
3) V(a, B, v) eK2xE @'k B)*ev=ae (B*eV)
4)VVEE 1K*EV=V
Les éléments de K sont appelés "scalaires”, ceux de E, "vecteurs".
= Plan Euclidien : K=, + =+ =T 0,=Qet1,=1
E2 =Plan ( E® =espace) + = addition vectorielle 0-.=0

Application linéaire: Soient (E, O, +¢, *¢) et (F, O, +, *£) 2 espaces vectoriels
sur le corps (K, O, +,, 14, *«) et
f : E > F une application de E dans F.
f est une application linéaire ssi :
1) V(u, v) eE2 f(u +g v) = f(u) +¢ f(v)
2) V(a, v) eKxE f(a*ev)=a * (v)

= Une application linéaire est un morphisme d'espaces vectoriels.

Pour que f soit une application linéaire, il faut et il suffit que :
V(u, U, a, o' ) € E?2 x K2 f(ou + a'u') = a f(u) + o' f(u")

= ISOMETRIES, MATRICES



ESPACE VECTORIEL : STRUCTURE

K-linéarité :

Combinaison :

Soit f: E —»F une application K-linéaire.
Si f est bijective, alors ! est aussi K-linéaire.

Soit f: E —»F une application K-linéaire. f est un isomorphisme d'espace vectoriel
ssi f est bijective. E et F sont alors dits "isomorphes".

Soient u,, u,, ..., u, k vecteurs d'un K-espace vectoriel.

Dimension de E :

lineaire On appelle "combLnaison linéaire " de u,, u,, ..., u, tout vecteur de E de la forme :
Z_l
ou a,, o, ..., o, sont des scalaires (éléments de K).
Indépendance : Soient E un K-espace vectoriel et u,, u,, ..., u, des vecteurs de E.
linéaire On dit que u,, u,, ..., u, sont linéairement indépendants ssi :
V(A Ay, ooy Kp) eKpP [Aqu;+ A uy + ... + Xp u, = 0=, Ay, sy %p = 0]
Le systeme (u,, uy, ..., u, ) est "libre”.
Si les vecteurs u, ne sont pas indépendants, le systeme est "lie".
Base : Soit E un K-espace vectoriel. On dit que n vecteurs e, e,, ..., e, de E forment

une base de E ssi :
1) lls engendrent E
2) lIs sont linéairement indépendants.

Soit E un espace vectoriel. On dit que E est de dimension finie s'il existe n vecteurs
e,, e, ..., €, formant une base de E. n est la "dimension" de E.




ESPACE VECTORIEL : DUALITE - ORTHOGONALITE

Forme linéaire :

Forme linéaire :

coordonnée

On appelle "forme linéaire " sur E une application linéaire de E dans K, considéré
comme K-espace vectoriel.

Le K-espace vectoriel constitué par les formes linéaires sur E se note E*

et est appelé "dual” de E. Le dual de E* est noté E** et est appelé "bidual”.

Si E est de dimension n 21 et si (e, e,, ..., €, ) est une base de E, alors
chaque forme linéaire f sur E est uniquement déterminée par la donnée

des scalaires ( (1), ¢(2), ..., h(n).

Pour chaque i tel que 1 <i < n, il y'a une forme linéaire remarquable e,” définie par:
e;* (ej) = Sij (8; = symbole de Kroneker : §; =1 si i=j,
6; = 0sii# )

La famille (e,*, e,* ..., e,* ) est la base duale de E*

Orthogonalité :

Soient x <E et () € E*. x et () sont orthogonaux ssi ¢(x) = 0 i.e. ssi x(}) = 0.

Soient A une partie de E et V une partie de E*. A et V sont orthogonales ssi
chaque élément de A est orthogonal a chaque élément de V.

Soit A une partie de E. On appelle "orthogonal de A" et on note AL I'ensemble
des éléments de E orthogonaux a tous les éléments de V.




ESPACES VECTORIELS : PRODUIT SCALAIRE - PROJECTEUR

NOTATION DES VECTEURS b
Vecteur projeté : représenté par un "ket" (notation de Dirac) b,
ou un vecteur colonne. |b1b2- : 'bn> :
b,
Vecteur de : représenté par un "bra" (notation de Dirac) (a,a,a |
projection ou un vecteur ligne. 172 "n (
3, - a,)

Produit scalaire : projection du vecteur |D, b, - D) de E sur le vecteur (8, @, - 8| de E
= bra-ket (jeu de mots : bracket = crochet en Anglais)

by (8 2, ) (a,8,a,|0,0y 0y

bz

bn

Coordonnées : projections du vecteur |a1 a, an) de E sur les vecteurs de base (el* ez* en*| de E*

O ) LRCENY * * *

(& a, - a,) a,=(0"1"..0"|a;a, - a,)
a,= |1
2




Exercice n° 1 : Calculs dans le plan Euclidien

On considére le plan Euclidien P muni d'une norme et d'une base(él, 52) telle que :

HEEH= 2 HQZHZ 213 (§1,§2)21200 CW:(]/Z,Z)

1) Mesurez I'angle o que fait le vecteur OM avec le vecteur de base él-
2) Calculez I'aire algébrique A de la base

3) Calculez I'aire algébrique A* de la base duale, puis son produit avec A.
4) Calculez le produit scalaire de OT\/[ avec 51, 62 61*’ 52*

Vérifiez graphiquement les valeurs obtenues

On considére l'isométrie RO o
)

B ——

5) Comment se transforme le vecteur OM ? Quelles sont ses coordonnées ?
6) Vérifiez que Ry _, est une isométrie. Est-elle une application linéaire ?
7) Comment se transforme le vecteur OM par les isométries Rg ¢, S,

(A = droite d'équation y = x), GA, viv=[21>)etT, ?



ENONCE: [d/=2 [a,|]=2/3 (a,4d,)=120° oM =(1/2,2)

%
a, ——o

A 1

[

\
L
[

M,

QD

O 12 W
CALCUL: |3 =0577 &, =1731 MESURE : OM, ~0,85 OM, ~115
x, =<1 0*|OM>  x,=OM, a* x, = 0,85*0,577 X, = 0,5

X, =<0 1*|OM>  x, = OM, a,* x, = 1,15 *1,731 X, = 2,0




Réponse a I’Exercice n° 1 : Calculs dans le plan Euclidien

On considére le plan Euclidien P muni d'une norme et d'une base(él, 52) telle que :

61=2  5=2/3 (5,6,)=120° oM:@2.2)

1) Mesurez I'angle o que fait le vecteur OM avec le vecteur de base é
Réponse : o = 25° environ.

2) Calculez I'aire algébrique A de la base
Réponse : HAH f € NE, A= € e Sln(el, e } A=1155
3) Calculez I'aire algébrique A* de la base duale, puis son produit avec A.
Réponse : A = 0,865 A* A "A =1155%0865 _ A*A =1
4) Calculez le produit scalaire de OM avec €,,€, ¢ e,
Vérifiez graphiquement les valeurs obtenues
OM & =(1/26,+286,)e, OMeg =1/2¢  +2¢e 6, cos(e,, &, oT\/[,él — 2666
OM & =(1/2¢6 +26,)e OM& =1/2 OM&g, =2 OM g, = 0,556

On considére I'isométrie Rg _ -
’

5) Comment se transforme le vecteur ~, OM ? Quelles sont ses coordonnées ?

OM :(1/2,2)=OM"':(OM /e, 0) oM =(1/28, +28,)1/25,+28,)

—2

OM =1/4e’+4e] +2e6,6,6,) OM " 1444 OM":((1,202/2),0)= (0,601, 0)
6) Vérifiez que RO,-a est une isométrie. Est-elle une application linéaire ?
7) Comment se transforme le vecteur OM par les isométries Ro, 65 S4

(A = droite d'équationy =x), G, , (v=]21>)etT,?



Exercice n° 2 : Décomposition de Fourier

On consideére I'ensemble des fonctions f(x) (x € R) périodiques de période L,
continues sur l'intervalle [0, L [.

1) Définissez I'espace de définition X,, I'espace image X, de f(x). : f : X, »X..
2) {f(x)} forme-t'il un espace vectoriel ? Quelle serait sa dimension ?
3) Quelles propriétés peut-on attendre d'une base {e,, e,, ...} de{f(x) }?
4) On se propose de décomposer f(x) sur la base
{-"! <e-n|’ <e-(n-1) I’ 1<e'1|1 <eo|: <e1|1 <e(n-1)|’ <en|: }

. .2
I j—X
— L
telle que <ej ‘ = (e
Quelles sont les coordonnées C; de f(x) ?

On définit le produit scalaire de f(x) et g(x) par :
+L/2

(90 ()= [H(x)g(x) o

—L/2
5) Application pour f(x) tq [ f(x) =1 pour0<x=sL/2

f(x)=0pourL/2<xsL
a) Tracer f(x) sur [-2L, 2L].
b) Calculez C,, C,,C,, C,, C,,C;,C,, ..., C;, C,,.
c) Calculez les composantes de Fourier de f(x)
d )Représentez les composantes de Fourier réelles <e_j| C_j+ <ej| Cj ,j=1,5



Décomposition de Fourier
f(x) avec L=5

f(x) = 1 pour 0 < x < L/2 m—
f(x) =0 pourL/2<xsL 08 |
z o
+L/2 o9 8 7 6 5 4 3 -2 -1n: {23 4 5 6 7 8 9 10
C,+C_, _2 j f(x)cos jz—ﬁx dx x
L L
—L/2

Termes de la décomposition de Fourier d'un créneau i . o . .
Décomposition de Fourier d'une fonction créneau

——SCjlej>j=1,5

—+—C-1le-1>+Clle1> 44 —s— Fonction créneau f(x)

—=— C-3le-3>+C3e3> v
+— C-5|e-5>+C5|e5> i Ll 1 m LA
VAR VAR
—%— C-7|e-7>+CT7|e7> 0,9

j=0,5

0,5
0,4

0,3

C-jle-j>+Cjlej>

T Cilej >

0,2
0,1

AnA An A Az R Azt
'8 8] AR vV VY




Matrice :

Eléments :
(Coefficients)

Représentation:

Vecteur ligne:
Matrice ligne :

Vecteur colonne:

Matrice colonne:

MATRICES : DEFINITIONS

A1€9‘/[2,3(K) A2€M4,3(SR)
1,23 -118 /2

—xl2 1572 3/8
350 tg(34°) 2,4°
0 cos(z/5) %12

yy Ay O

Uy Uy Ay

Soit K un corps commutatif et m et n des entiers strictement positifs.
Une matrice a m lignes et n colonnes a coefficients dans K est une famille
d'éléments de K indexée par I'ensemble [1, m] x [1, n].

L'ensemble des matrices m x n a coefficients dans K est notée Mm,n (K).

Une matrice A de Mm,n (K) est une famille (o; ) o o sont des scalaires
appartenant a K, nommeés "coefficients" ou "éléments" de A.

Elément |, (A) = (aq, 0yps - 0;,) de K. =L (A))=(-7z/2 1572 3/8)
Matrice avec m = 1 ligne (élément de M, (K)) — »(1 2 4 3)

Element c; (A) = (ay;, 0y =05 0t,p;) d€ K.

Matrice avec n = 1 colonne (élément de Mmﬂ(K) )

Tableau rectangulaire avec m lignes et n colonnes, placé entre parenthéses.
L'élément o;; se trouve a l'intersection de la i*me ligne et de la j*™e colonne.

A3€M4,4(C)

1-i 2 5i 2+

2+31 21 -6,31 1+21i

42 3+2i 2+3i 3

—J3i T —1 2
N2
3/8
2.4°
/12
—

o &~ N -




Matrice ligne :

Matrice colonne:

Matrice nulle O,.:

Matrice carrée :

o O O O

o O O O

o O O O

Matrice avec m = 1 ligne (élément de M, ,(K))

Matrice avec n =1 colonne (élément de Mmﬂ(K) )

Matrice telle que tous ses éléments sont nuls : Vi (1, m) ,Vje(1,n) ;=0

Elément neutre pour I'addition dans .Wlm,n(K).

MATRICES REMARQUABLES

A= 2 4 3)

Matrice pour laquelle le nombre m de lignes égale le nombre n de colonnes.

Elément de M (K).

* Matrice triangulaire supérieure U, : seuls les éléments o avec i <j sont non nuls

Vi €(1, m) ,Vje(1, m)
* Matrice triangulaire inférieure L : seuls les éléments o; avec i 2 j sont non nuls

Vi €(1, m) ,Vje(1, m)
* Matrice diagonale d'ordre m Diag,, : seuls les éléments o;; avec i=j sont non nuls

o =05ii>]

o;=05sii<]

Vie(1, m),Vje(1,m) o;=0sii#]j

aa ~ N B

* Matrice Identité d'ordre m | : seuls les éléments o; avec i=j sont non nuls et o;=1

Vie(1,m),Vie(1,m) a;=0sii#j, ;=1

4

o O O -
o O NN N

6
2
0

R W W N

2

4
8
1

0

3
2
0

0

0
6
1

o = O
Elément neutre pour la multiplication dans M, (K)

0

0
0
5

Diag, =

o O O Bk

o = fonction de Kronecker

o O w o

o N O O

A~ O O O

o O O k-

o O +—» O

o O O

R O O O




OPERATIONS SUR LES MATRICES
Addition : Soient A = (o) et B = (B,) 2 éléments de M, (K)).
On désigne par A+B la matrice de M, (K) d'éléments (o; + By)-

L'opération (A, B) >A+B s'appelle "l'addition de matrices" dans Mm,n (K).

A:(Om O1p 0513) B:(ﬂn P 1313) A_i_B:(aﬂ+ﬁ11 a, + [, a13+ﬁl3j

Uy Oy Oy P P Pos Ayt Py Apt Py Ayt fiy

Propriétés : A+(B+C) = (A+B)+C Associativité
A+B = B+A Commutativité
A+O_ =A Elément neutre
A+ (-A) =0 Opposé

Produit par
un scalaire k

Soit k cK et A un élément de M, (K) ).

On désigne par kA la matrice de Mm,n (K) d'éléments ( k*o;; ).
L'opération (k, A) —>kA s'appelle "le produit de la matrice A par le scalaire k "
dans M, . (K).

K A= (all Qp, Q3 ) KA — (kall K, Karyg )

Uy Oy Ay Ka,, Ka,, Kkay,

Propriétés : k, (k, A) = (k, k) A
(k, *k)A=k, A+k, A
k,(A+B)=k, A+k, B Bilinéarité

1A=A Elément neutre



OPERATIONS SUR LES MATRICES

Multiplication : Soient A = () un élément de 9, (K) ) et B = (B, ;) un élément de M,  (K)
de matrices On désigne par A*B la matrice de M, (K) d'éléments (v, ) :

p
Vij = Zaik ,Bkj ATTENTION : n°colonnes (A) = n°lignes (B)

k=1

B,

B
METHODE LI-co 1| ™
(LIgne-COlonne) :

—— e e
|
i 2Pl
_
Ol CL
i1 el T Yu
oL o |
| omToe A
Propriétés : A(BC)=(AB)C
(A+B) C = AC + BC
A (B+C)=AB + AC
M
Al_=1_A=A
-
BB

P,

n

+OciPBPJ'

Associativité

Distributivité par rapport a I'Addition
(si multiplication définie)

PAS d'Elément neutre si m#n
l,, élément neutre pour A e M, .

PAS d'inverse saufsi A e M, .

PAS de commutativité en général



OPERATIONS SUR LES MATRICES

Puissance : Soient A = (o) un élément de M, (K))

de matrice On désigne par A" la matrice de M, .(K) telle que A"=AA..LA

A" est la puissance n®™me de A. n fois

1 2 ) 3—-21 2+6i
A= o A= . .
1-1 3I 4+21 —7-2

Conjugaison : Soient A = () un élément de M, (K))

complexe On désigne par A ou At la matrice de M, (K) d'éléments (q; ) :
1-2i 2 3i 1+ 2i 2 -3
A=| €2 1+3i 4-i A= e 1-3i 4+i
e? 2 2i e2v 2 =2
Transposition :  Soient A = (o) un élément de M, (K))

On désigne par tA la matrice de :Mn,m(K) d'élements ( a;; ) :
1-2i 2 3 1-2i e¥ e

A=| €Y 1+3i 4-i ‘A=| 2 1+3i 2
e?” 2 2 3 4-i 2

Propriété : Soient A eM, (K)etB eM  (K).Ona: ‘A B)=B'A

Hermiticité : Soit A= (o) un élément de M, (K).

La matrice A est dite "hermitienne" (ou "hermitique") si : o = &ji Vi,

1 e 143 Y{AT) = (tA)T=A

1 2 _
A= _ A=| ¥ 1 e?
-21 3 3 g0 o



Exercice n°1 : Calculer

+2 +3 -3 +6 +4 +5 -2 -5
A= +
+1 -5 -3 -1 -3 -2 +4 +1
-2i 1+31 +4 —4i -7i +8
B=| +3 +5 -6 [+ |+3 -3i 6
—ivA 420 —T+i +9i +2 +2
31
> 0 +3 -6
C= tliz -3
10

EXERCICES D’APPLICATION

|

D =(cosz/4) cos@/6) sing/3) sin(z/2))+ (singz/4) cos(lz/6) sinEr/3) —sin(3z/2))

Exercice n°2 : Calculer AB et BA avec :

2 -1 1 -4 0 1
+1 -2 -5 2 -1 0
3 4 4 0 -2 0
. : 120
Exercice n°3 : SOItA=(3 ) 4) Calculez A'A et 'A.A.



EXERCICES D’APPLICATION : REPONSES

Exercice n°1 : Calculer

+2 +3 -3 +6 +4 +5 -2 -5
A= +
+1 -5 -3 -1 -3 -2 +4 +1
-2i 1+31 +4 —4i -7i +8
B=| +3 +5 -6+ |+3 -3i 6
—ivA 420 —T+i +9i +2 +2
31
> 0 +3 -6
C= tliz -3
10

+6 +8 -5 +1
-2 -7 +1 0

+6 +5-3i 0
7i 0 2(1+i) -5+i

—6i +1-—4i +12J

C = IMPOSSIBLE

D =(cosz/4) cos@/6) sing/3) sin(z/2))+ (singz/4) cos(lz/6) sinEx/3) —sin(3z/2))

D =(2sin(z/4) 2cos@/6) 0 0)

Exercice n°2 : Calculer AB et BA avec :

+0 -7 -3 +3
-11 -4 +6 +1

B=
4 0 -2 O

1 -4 0 1
2 -1 3 -1

BA : IMPOSSIBLE

2 -1
+1 -2 -5
A=l1 0 et B-(+3 4 oj
-3 4
-1 -8 -10 5 o1
AB=|+1 -2 -5 BA=(+ ‘J
+10 -3
+9 +22 +15
. o i 120
Exercice n°3: SoitA=|, Calculez

tA:

1 3
2 -1
0 4

AtA= (

et tAA.
+10 -1 +12

tAA=| -1 +5 -4
+12 -4 +16




EXERCICE D’APPLICATION

. +a -a
Exercice n°5 : On se propose d’étudier la puissance n*™¢ de M = [_b +bj ou (a, b)e#?

” . +un _un
On suppose que M" peut s’écrire sous la forme : M" = (—v” +v”]

a) Exprimer u"*! en fonction de u”, a et b ; puis v"*! en fonction de v", a et b.

b) En déduire I'’expression de M" en fonction de n, a et b.

-3

c)Application numérique pour M= Ci _J soit:a=3,b=-1 et n=23,4etb



EXERCICE D’APPLICATION : REPONSES

. +a -a
Exercice n°5 : On se propose d’étudier la puissance n*™¢ de M = [_b +bj ou (a, b)e#?

” . +un _un
On suppose que M" peut s’écrire sous la forme : M" = (—v” +v”]

a) Exprimer u"*! en fonction de u”, a et b ; puis v"*! en fonction de v", a et b.

] +u" —-u")(+a -a +(@a+bu" —(a+bu" +u™ —y™
n+l = pMN N+l = N+l = =
M M M SOIt M (_Vn +VHJ (—b +bJ M (_(a_l_b)vn +(a+b)\/” = _Vn+l +Vn+l

dou |U"™ =(a+b)u" et V' =(ath)v"

b) En déduire I'’expression de M" en fonction de n, a et b.

Ona u"™ =(a+b)u" avec U"=(a+b)u"™ soit: U™ =(a+b) u™*
Par récurrence, on trouve : U™ =(a+b)"" u' et par analogie : V" =(a+b)"" V!
' 4 [tu" —u") _ (+a -a u=a
D'autre part, M' = (—v“ +an = (_b HJ = {v1=b
n-1 n-1
dou [ =a(@a+b)"™ et V" =b(a+b)
+ala+b)"™ -—a(a+b)™
I e
—b(a+b)"™ +b(a+b)
c)Application numérique pour M= Ci :i’} soit:a=3,b=-1 et n=23,4etb

2 — +6 -6 3=+12 -12 4 = +24 -24 5 = +48 —48
M [+2 —Zj M +4 -4 M +8 -8 M +16 -16



EXERCICE D’APPLICATION

+4 0 +2 +1 0 +2 +1 0 O
Exercice n°6 : On donne les matrices A= | 0 +4 +2| J=| 0 +1 +2|et I35 0 +1 o0
0 0 +2 0 0 -1 0 0 +1

a) Déterminer les réels a et b tels que A =al; + bJ

c) Calculer A2, A3 et A4 a partir d'une combinaison linéaire des matrices | et J.

Applications numériques (a=3, b=1)




EXERCICE D’APPLICATION : REPONSES

+4 0 +2 +1 0 +2 +1 0 O
Exercice n°6 : On donne les matrices A= | 0 +4 +2| J=| 0 +1 +2|et I35 0 +1 o0

0 0 +2 0 0 -1 0 0 +1
a) Déterminer les réels a et b tels que A =al; + bJ a+b=4
a+b 0 +2b +4 0 +2 2b=2
0 a+b +2b 0 +4 +2 a+b=4
-+ - — [ - -
al; + bJ 0 0 a.b 0 0 42 = dou a=3 et b

a-b=2

b) Calculer J2. +1 0 0

J2= 0 +1 O =1
0 0 +1 3

c) Calculer A2, A3 et A4 a partir d'une combinaison linéaire des matrices | et J.

Remarques : | commute avec toute autre matrice, donc IJ=JI et J2=1
A? = (a2+b?)l + 2abJ, A3 = a(a?+3b?)l + b(3a2+b?)J, A*= (a*+6a2b2+b*)l + 4ab(a+b?)J

Applications numériques (a=3, b=1)
A? =10l + 6J, A3 =361 + 28J, A4 =136l + 120J

0 +256 +240
0 0 +16

0O +64 +56
0 0O +8

0 +16 +12

+16 0 +12
0 0 +4

+ 64 0 +56J + 256 0 +24OJ




EXERCICE D’APPLICATION

fa 1 1)

Exercice n°7 : Soientles matricesA=|]1 a 1

\11a)

Existe-t'il des couples (a, b) tels que AB=BA =17

et

‘b 1 1)
1 b 1




EXERCICE D’APPLICATION : REPONSE

b 1 1
Exercice n°7 : Soient les matrices A = et B= (1 b 1}
11 b

PN

1
a
1

[

Existe-t'il des couples (a, b) tels que AB=BA=1?

a1l 1\)(b 11 ab+2 a+b+1 a+b+1 +1 0 O
AB= (1 a 1||1 b 1 < AB=|a+b+l ab+2 a+b+l| = | 0 +1 O
1 1 aj/)ll 10b a+b+1 a+b+1 ab+2 0 0 +1
1 f ~137+5
1 __1 _
— {ab+2:1 P :_g = b 3 PN b 5
a+b+1=0 a2 1a-1-0 az—li«/g a:—li«/g
2 2
_1;*/5 1 1 _1;*/5 1 1
: ~1++/5 ~1-+5
Solution : (A, B) = +2*/_ 1] 1 2*/_ 1
1 At 1 ==L
2 2
_1;*/3 1 1 _1;*/5 1 1
ou AB)=|| 1 &, | = AL
. , 15 . ~1++/5
2 2




OPERATIONS SUR LES MATRICES CARREES

On considére les matrices A = (a;,) éléments de M, .(K) ).

a. a. a.
all alz a13 11 12 13

Déterminant : On désigne par Det(A) le scalaire tel que :  Detl a,, «,, a,|= % @n O

O3 Oz Oy O3 O3 Qg
Propriétés: Det( tA) = Det(A)

Det(AB) = Det(BA) = Det(B) Det(A)
Det (A) est inchangé si :

— on ajoute 2 colonnes de A.

— on ajoute 2 lignes de A.
Det(A) est changé en son opposé si :

— on permute 2 colonnes de A.

— on permute 2 lignes de A.
Det(kA) = k Det(A) pour tout scalaire A.
Det(A) =0si 1 colonne/1 ligne est nulle.

2 colonnes/2 lignes sont proportionnelles.

» a— * *
Dans 9"[3’3(K) Det (A) =+, 0y, 0y 0L, 0l 0Ly F 0 s 0y als,
* * * * * *
"0lyq Olpz Ol3p=Olyy Olyz Olzq=Olzz Ly Oloy
Dans ﬂl/lm,m(K) m>3 Développement du déterminant :

LIGNE COLONNE
m-+k kK+m
Det(A) =Y [0 A =Y a2 A
Mineur Min(l,Lk) :  On appelle "mineur" A, le determlnant obtenu en supprlmant la kéme colonne
et la I°*me ligne.

Cofacteur On appelle "cofacteur de a," le nombre (-1)*< A, .




EXEMPLE : CALCUL DU DETERMINANT D'UNE MATRICE CARREE %, ,(R)

1 4 5
2 1 3
Calculer Det(A) pour A=l {1
3 1 4

1) CHOIX DE LA LIGNE/COLONNE DE DEVELOPPEMENT : Celle qui a le plus de 0
2) ISOLER LES MINEURS / LES CALCULER

o, 1 4 5 4 5
1 3 a,, 2 1 1 3
1 11 1 11 oty 11
1 4 4 3 1 4 a,,
2 1 3 1 45 1 45 1 45
Min(L2)=|1 1 1j=-1 Min(22)=[1 1 1/=-11 Min(32)=]2 1 3=0 Min(42)=2 1 3=7
314 31 4 31 4 111

3) CALCULER LES TERMES g, = ¢, * (-1)'*k * Min(l,k)
B =2(A)2H(A) =2 = 0-1)22%(-11) = 0
1332 = 0*(-1 )3+2 *0=0 '342 = 2*(-1 )4+2 *7 =14

4
4) SOMMER LES TERMES : Det(A)=>"fz2+0+0+14=16
=1




OPERATIONS SUR LES MATRICES CARREES

On considére les matrices A = (a;,) éléments de M, .(K) ).

Inverse : On désigne par A" I'élément de M, . (K) telque A AT =ATA =]
Propriétés: A existe ssi Det(A)#0
(AB)1= B1 A1 si A1, B! et (AB)1 existent
(A1) =(tA) si A1, (A1) existent
Calcul : 1) Devinette vérification (marche rarement — trés rapide)

2) Pivotage — combinaison linéaire (programmable — rapide)
a) Ecrire A et |  cote-a-cote
b) Combiner linéairement les lignes (colonnes)
de A ET | sans les permuter, de fagcon a faire
apparaitre progressivement | a la place de A
—l . est alors remplacé par A~
c) VERIFIER

3) Méthode du déterminant (peu rapide)
a) Calculer Det(A). Vérifier que Det(A)#0
b) Calculer la matrice des mineurs A; de Det(A)
c) Calculer la matrice des cofacteurs a; de Det(A)
d) Transposer la matrice des cofacteurs
e) Multiplier la matrice par 1/Det(A)
f) VERIFIER

4) Décomposition LU




INVERSION D'UNE MATRICE CARREE : METHODE DU PIVOT DE GAUSS

‘Méthode systématique (Procédé ligne a ligne ou colonne a colonne) (Pivotage partiel )
= Aisément programmable en Informatique

‘Peu (pas utilisée) car numériquement instable (diverge si a; = 0)
*‘Ne permet pas de calculer Det(A)

PRINCIPE :

Soient |B,>, |B,>, ...,|B>, ..., |B,> n vecteurs colonnes d'éléments §, , | € (1,..., n)
1 0 0 0 a, - a, - a. X"
0 1 : 0 S : X;
BY=|:| [B)=[0o| [B)=|1] [B,)=]|: A=|a, a, a, | [X)=|:
0 : : 0 : I
0 0 0 1 a, - a, - a X
‘'Méthode de Gauss : résolution simultanée des n sys-témes :
Al|V,>=|B;>, .., AlV,>=|B> .., AlV>=|B > soitAV =1
T T X | (% xl\ (71\(0) (0) (0))
D X; X; X} 01 : 0
a; aj ; : =1 |1
- : : 0| : :
a, - a, Xs ) | xK X ) \o o) (o) |1 ))
On a alors = V = [|V> V2. Ve, [V 2]




INVERSION D'UNE MATRICE CARREE : METHODE DU PIVOT DE GAUSS

1) Ecrire A et |  cote-a-cote A : Matrice a inverser
2) Pour chaque élément diagonal a;; de A (pivot), 1 =1m \\
- diviser la i€ ligne de A et | par ai; => a;; remplacé par 1 4 10\(1 O
- modifier simultanement A et | par
combinaison linéaire des lignes / colonnes de Aetl 10 30/M0 1
de fagon a annuler tous les aji / aij Départ A
=> colonne | / ligne | & zéro, sauf a;;=1
= |  apparait progressivement a la place de A et A' a la place de | | B : Matrice Identité |

(1 5/2)(]/4 0) 1 5/2\( 14 0 1 52\ 14 0
10 30\ 0 1 (o 5)[—5/2 1] (o 1)(—]/2 J/sj

a,=4 =l —>1/4 a,=10 =1, —>1,-10l a,=5 =1, —>1,/5

1 0\ 32 -12 0
b ) s 1 0)(32 -2

a12:5/2 :>|1_)I1_5/2|2 O 1 —1/2 1/5

! "\

A: Matrice Identité | B : Matrice inversée A-1




INVERSION D'UNE MATRICE CARREE : METHODE DU PIVOT DE GAUSS

REALISATION :

On considére simultanément A (matrice a inverser) et B (matrice identité)
Pour chaque ligne i (i=1, n) :

1) Réduire le pivot a; a 1 en divisant la i®™® ligne par a;
A . aik/ aii — aik B . bik/ bii —> bik k = 1, n
2) Annuler les éléments non diagonaux g;; (j # i) de la i®me colonne en soustrayant
a chaque j°™me ligne a; fois la i*™® ligne :
A:ajk—aji*aik_)ajk B:bjk_bji*bik_)bjk k=1,n
Passer a la ligne suivante.
A la fin, A et B sont remplacées respectivement par | et A-1.
y I

1 1 -3 1 0 O 1 1 -3 1 0 O 1 1 -3 1 0 O

1 O 1 0O 1 0 1 0 1 0O 1 0 0 -1 4 -1 1 0
-1 0 1 0O 0 1 -1 0 1 0O 0 1 0 1 -2 1 0 1
pivot : a;,=1 ay=ay/l By =y - 8y ¥y Ay = Ay — AgFAy
1 1 -3 1 0 O 1 1 -3 1 0 O 1 0 1 0 1 0
0 -1 4 -1 1 0 0 1 -4 1 -1 0 0O 1 -4 1 -1 0
0 1 -2 1 0 1 0O 1 -2 1 0 1 0 O 2 0 1 1
pivot : ay=-1 Ay=ayl-1 Ay = Qg — Ay Fay, Ay = Ag— agtay
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 12 -1/2
0 1 -4 1 -1 0 0O 1 -4 1 -1 0 0 1 0 1 1 2
0 0 2 0 1 1 0 0 1 0 1/2 1/2 0 0 1 0 12 12
pivot : ag;=2 Ay=ay/-1 Ay = @y —ay Ay, g = g — agTay,

100 0 12 -1/2
> 0 1 0 11 2| -1
I 0 0 1 0 1/2 1/2 A




EXERCICES D’APPLICATION

Exercice n°8 : Calculer I'inverse des matrices suivantes par la méthode du pivot de Gauss :

1/2 -1/2 -2 0
1 -12 2 1 2 -1
B=2 1 1 C=
3 0 -1

3 1
-1 3
0 2

-1

A=
-1 -1 -1 1

2 -1 -2 1

1
2

Exercice n°9 : Soit la matrice M =

-3 2 2

~2 5 4}

1 -5 -4

a) Calculer M? et M3. En déduire que M3 + 2M? -M -2I = 0

b) Montrer que M est inversible et calculer son inverse M-,

« CALCUL DE L'INVERSE D'UNE MATRICE
PAR LA METHODE DU POLYNOME ANNULATEUR »



EXERCICES D’APPLICATION : REPONSES

Exercice n°8 : Calculer I'inverse des matrices suivantes par la méthode du pivot de Gauss :

12 -1/2 -2 0
3 1 -1 1 -1 2 +% —% +% +%2 +%2 ‘%
A=l-13 1 B=[2 1 1| C= _21 _11 _21 _11 At=l 1 w3 -1 BY= -5, vl -
0 2 2 3 0 -1 s 1 o 1 -¥ - +% Yo+ X -y

0 1/4 0 1/4

. . . w322 _2 _11/4 -4 5/4
Exercice n°9 : Soit la matrice M=|-2 5 4 C=
L 5 _a 0 3/4 1 -1/4
a) Calculer M? et M3. En déduire que M3 + 2M? -M -2I = 0 -2 -7/4 -2 5/4
+7 -6 -6 -15 +14 +14
M2= 0 11 o M3=| 2 .5 +4J
+3 -3 -2 -5 +1 +2
15 +14 +14 +14 -12 -12) (+3 -2 -2} (=2 0 O 000
M3+2M2-M-2I=[2 45 +4l+| 0 +2 o+[+2 5 _4l+| 0 -2 o} ={ooo
-5 +1 +2 +6 -6 -4 -1 +5 +4 0O 0 -2 0 0O

b) Montrer que M est inversible et calculer son inverse M-,

M3 +2M2-M-21=0 & MM2+2M-N)=2lc M[1/2 (M2+2M=1)] =1

On identifie I'expression a : MM1=1 avec M'1=1/2(M?+2M-1)
+7 -6 —6) (-6 +4 +4) (-1 0 0 o -1 -1
soit: M1=1/2 {o 11 o+[—4 110 +8|*| 0 1 o} S M= o 5 g
+3 -3 -2/ (+2 -10 -8 0 0 -1 +9 A3 1Y

« CALCUL DE L'INVERSE D'UNE MATRICE PAR LA METHODE DU POLYNOME ANNULATEUR »



METHODE DE GAUSS-JORDAN

‘Méthode systématique (Procédé ligne a ligne ou/et colonne a colonne) (Pivotage total )
— Programmable en Informatique

*Trés utilisé car numériguement stable (en particulier si permutation des lignes et colonnes)
*‘Ne permet pas de calculer Det(A)

PRINCIPE a peu pres similaire au pivot de Gauss (évite la divergence pour a,=0) :

On considére simultanément A (matrice a inverser) et B (matrice identité)

A) Pour chaque colonne i (i =1, n) a simplifier :

1) Repérer dans toute la matrice le pivot a, maximum (|a | = |3,] pour j, k=1, n

2) Amener le pivot maximal sur la position diagonale a; en :
* permutant la néme colonne et i*™ colonne de A (n®™¢ ligne et i ligne de B)
* permutant la mé™e ligne et i¢™e ligne de A (mé™e colonne et i*™ colonne de B)

3) Réduire le pivot a;a 1 en divisant la i*™e ligne par a; :
A:a,/a;, — ai B:b,/b;— bi k=1,n

2) Annuler les éléments non diagonaux a; (j # i) de la i°me colonne en soustrayant

a chaque j°me ligne a, fois la i®me ligne :

A:a—a;*ai,—a B: b, —Db;*b,— by k=1,n

B) Passer a la colonne suivante i. (Progressivement, A et B sont remplacées par | et A-1).

C) A la fin, refaire sur A et B les permutations de lignhes et colonnes, dans le sens contraire
ou elles ont été faites.



INVERSION D'UNE MATRICE CARREE : METHODE DE GAUSS-JORDAN

A : Matrice a inverser B : Matrice Identité |
1) Ecrire A et | c6te-a-cote ¥
. 1 " . : 0 1 1y1 0 O
2) On considére un élément diagonal de A : a, (pivot)

On divise la i*™ ligne par a; => a, remplacé par 1 1 0 1)0 10
Modifier simultanement A et | par : 1 1 ollo 0 1
* combinaison linéaire lignes (A) ET lignes(1) Départ

colonnes (A) ET colonnes (1) €pa
* permutation des lignes (A) ET colonnes (B)
colonnes (A) ET lignes (B)
= |  apparait progressivement a la place de A
1 0 1yy0 1 O 2 0 0y-11 0 1 0 0)y-1/2 1 O
0O 1 1§12 0 O 01 1)1 0O 0 1 1/ 1/2 0 O
1 1 0)\0 0 1 1 1 0){l1l 0 1 1 1 0){1/2 0 1
I1(A)<_)I2 A I1(A)_I2(A)+I3(A)_>I1(A) Il(A)/Z_)Il(A)
¢,(B) <> c,(B) ¢,(B)—c,(B)+c;(B) > c,(B) c,(B)/2—c,(B)
1 0 0)-1/2 0 1 1 0 0y-1/2 1/2 1 1 0 0\(-1/2 1/2 1/2
1 1 0| 1/2 0 O 0 1 0o /2 -1/2 0 0 1 0 1/2 -1/2 1/2
01 1)L1/2 1 0 01 1)\ 1/2 1/2 O 0 0 1) 1/2 1/2 -1/2
L,(A) < 1,(A) L,(A)-L(A) > 1,(A) Tls(A)_Iz(A)_)Is(A)
c,(B) <> ¢;(B) ¢,(B)—c,(B)—c,(B) C;(B)—c,(B) = ¢c4(B)

\

A: Matrice Identité |

B : Matrice inversée A1




INVERSION D'UNE MATRICE CARREE : METHODE DU DETERMINANT

2) Calculer la matrice B des mineurs A, (A) de Det(A)

A1=0 1=_1 A, = 1:_1 Al:l 0=+1
100 10 11 1 -1 +1
A21:i ;=—1 A, = 2 é -1 Azsz:cl) 1:_1 B=-1 -1 -1
1 1 0 1 +1 -1 -1
A31:O 1:"‘1 A, = j:_l Ay = O:_l
3) Calculer la matrice C des cofacteurs (-1)"*k A (A) 4) Calculer D, transposée de C
~1(-1)"" -1(-1"* +1(-1"°) (-1 +1

C=|-1(-1"" -1(-1"" -1(-1)""°|=|+1 -1
+1(-0) -1(-1° -1(-1°] (+1 +1

5) Calculer la matrice A1, produit de D par 1/Det(A)

) -1 +1 +1 ~-1/2 +1/2 +1/2
A‘lz2 +1 -1 +1|=|+1/2 -1/2 +1/2

+1 +1 -1 +1/2 +1/2 -1/2




EXERCICE D’APPLICATION

Exercice n°10 :

1 2 -1
2 0 , L
Inverser C = par la méthode du déterminant
-1 -1 -1 1
3 -1 -2 1




EXERCICE D’APPLICATION : REPONSE

1 2 2 -1
Exercice n°10: INVERSE D'UNE MATRICE 4X4 c_ 2 1 2 0
PAR LA METHODE DU DETERMINANT -1 -1 -1 1
3 -1 -2 1
1) Calcul des Mineurs de C (pour 1 ligne ou 1 colonne seulement)
1 20 2 2 0 2 1 0 2 1 2
Min,(C)=-1 -1 1|=1 Min,(C)=|-1 -1 1/=10 Min,(C)=|-1 -1 1/=4 Min,(C)=|-1 -1 -1/=5
-1 -2 1 3 -21 3 -11 3 -1 -2
2 2 - 1 2 - 1 2 - 1 2 2
Min,,(C)=[-1 -1 1|=1  Min,,(C)=|-1 -1 1|=4 Min,,(C)=|-1 -1 1|=4  Min,,(C)=|-1 -1 -1=-1
-1 -2 3 -2 1 3 -1 1 3 -1 -2
2 -1 1 2 - 1 2 - 1 2 2
Min,,(C)= 2 0|=2 Min,,(C)=2 2 0|=8 Min,,(C)=]2 1 0|= Min,,(C)=2 1 2|=10
-1 -2 3 -2 1 3 -1 1 -1 -2
2 -1 1 2 - 1 2 - 1 2 2
Min,(C)=|1 2 0]|=1  Min,(C)= 2 =2 Min,,(C)=2 1 0[=-2  Min,,(C)= 1 =-1
-1 -1 1 -1 -1 1 3 -1 1 -1 -1 -

2) Matrices des Mineurs Min(C) , des Cofacteurs Cofac(C) et Transposée de Cofac(C)
1 -1 2 -1

1 10 4 5 1 -10 4 -5
. 1 4 4 -1 -1 4 -4 - ‘ -10 4 -8 -2
Min(C)= Cofac(C)= Cofac(C)=
( ) 2 8 2 10 ( ) 2 -8 2 -10 ( ) -4 2 2
1 -2 -2 -1 -1 -2 2 -1 -5 -1 -10 -1



EXERCICE D’APPLICATION : REPONSE (suite)

3) Calcul du déterminant de C

Développement en ligne pour la 4°™¢ ligne, par exemple :

Det(A)szm;amk[(—l)mk Min, (A)]  ou Det(A):gamk[cOfacm,k(A)]

0y =3 CZ4Z=—1 05432—2 a44:1
Cofac,,(C)=-1 Cofac, ,(C)=-2 Cofac,,(C)=2 Cofac,,(C)=-1
Det(C)=(3*-1)+(-1*-2)+(-2*2)+(1*-1)  Det(C)=-6

4) Calcul de C-1 1 -1 2 -1
1/-10 4 -8 -2
6| 4 -4 2 2
-5 -1 -10 -1

5) Vérification : C*C1=1]7?




DECOMPOSITION « LU » D’UNE MATRICE CARRE (1)

PRINCIPE : Ecrire la matrice carré A sous forme d’un produit de 2 matrices triangulaires L et U
inférieure (« Lower ») et supérieure (« Upper ») respectivement

ull u12 u13
A=L.U soit : 0 Uy Uy matrice
0 0 u, 3*3 (ex.)
U
REMARQUES :
La décomposition n’est pas unique (c.f. « Procédure ») si [, u; libres

La décomposition n’est pas toujours possible, méme si A est inversible

(élément [;;, ou u;; nul)

INTERET : Faciliter et accélérer (algorithmique) les calculs :
N N
. Det (A) = Det (L)*Det (U)  avec  Det(L)=] [l Det(U)=]Tu,
i=1 i=1

- A1=U"1_.L"' ATTENTION A L’ORDRE DU CALCUL !!!

La plupart des mineurs de L et U sont nuls
= inversion rapide méme pour une matrice d’ordre N élevé




DECOMPOSITION « LU » D’UNE MATRICE CARRE (2)

REALISATION :
Exprimer successivement les composantes (g;) de I'équation A=L . U:
a; = luy; +1,u,; +-

en commencant par a,, (Algorithme de Crout).

Le nombre de termes dans la somme est fixé par le plus petit des 2 indices, iouj:

Les N? équations précédentes font intervenir N(N+1) variables |;; et u;.
= Sous-détermination du systéme d’équations
On choisit de fixer les N variables |;: |.. =1 1=1---,N

Pour chaque colonne j=1, ..., N, on résout ligne i a ligne i :
i1
U = a _Zlik Uy pouri=1,...,J

k=
J_
Uj =




DECOMPOSITION « LU » D’UNE MATRICE CARRE (3)

EXEMPLE : 1) Ecrire la matrice carré A sous forme d’un produit de 2 matrices triangulaires L et U
" a) On écrit A =L.U sous forme L 0 0 ta tiz
A=11 2 0 . ) _. A=|l, 1 Ole/ 0 wu, u
matricielle en imposant |, = 1 21 22 23
101 |31 |32 1 0 0 Uy
b) On résoud pour la 1% ligne (i =1) et la 1¢* colonne j =1 1 0 0 U, U;
_ _ _ _ A=|1 1 Ofe|0 u, u
l=a, =lu, +l,u, +lu; = 1=a,=u, 21 2 U

On remplace|U,,|par sa valeur dans le produit de matrice 'Q |31 |32 1 0 O Uss

c) On résoud pour la 2°™me ligne (i =2) et la 1¢ colonne j =1 I| 0 0 1 U, U;
l=a, = |21u11+|22u21 +|23u31 — 1l=a, = |21 A=I[T] 1 0|e]0 uy uy

On récupeére la valeur de|U,, calculée a I'étape précédentelﬁ oy 1 1 0 0 ug
On remplacel(l,; |par sa valeur dans le produit de matrice

d) On résoud pour la 3¢™e ligne (i =2) et la 1¢" colonne j =1

e) Méme procédure pour la 2¢me colonne PUIS la 3¢™e colonne

1 0 0)(1 1 1

> A=|1 1 0le|0 1 -1

1 -1 1) (0 0 -1




DECOMPOSITION « LU » D’UNE MATRICE CARRE (4)

EXEMPLE : 2) Calculer le déterminant de la matrice carré A

1 0 0)(1 1 1

A=1 1 Ofef0 1 -1 On utilise la relation Det(A) = Det(L)*Det(U)
1 -1 1) {0 0 -1

a) On calcule : 1 0 O 3
Det(L)=L 1 O Det(L)=] I, =1*1*1=1
1 -1 1 =
1 1 1 5
Det(U ): 0 1 -1 Det(U ): Huii —1*1*-1=-1
i=1
0 0 -1

grace a la forme remarquable de L et U, le calcul des déterminants est élémentaire

b) On calcule Det(A) = Det(L)*Det(U) :

Det(A) = 1*-1 = -1



DECOMPOSITION « LU » D’UNE MATRICE CARRE (5)

EXEMPLE : 3) Inverser la matrice carré A

1 0 0)(1 1 1

A=l1 1 O|lej0 1 -1 On utilise la relation A1 = U1 L1
1 -1 1 O 0 -1

a) OncalculeUletL?:

Grace a la forme remarquable de L et U, le calcul des inverses est facilité :
* Méthode du déterminant : la plupart des mineurs sont nuls.
* Méthode de Crout trés performante.

1 0 0) (1 0 0) (X; X, Xg
0 Ol=(1 1 Ofe| Xy Xy X D x =1
0 1) (1 -1 1) (X X5y X H

= L L-1 2) Xu+Xu=0=>X;=-1

1
0
I :

&> Résolution des équations <3) X, — Xy + Xy =0 = X5y =2

9) X;=1

b) On calcule U1, L1:
1 0 O 1 -1 2 -2 1 2

:>L‘1= -1 10| Uu*=0 1 -1 :> At=| 1 0 -1

-2 11 0 0 -1 2 -1 -1




APPLICATION DE L'INVERSION DE MATRICE : RESOLUTION D'UN SYSTEME DE CRAMER

Systéme linéaire :
m équations linéaires avec n inconnues X

Systéme linéaire homogeéne :
Les seconds membres b; sont nuls

A Ky | Qoo [ - -1y X + - T A X E A Xy + Xy + oo Xy e+ 8y X =0
Q1% H 80K [+ ByifX; + o + 8, X, [F 05 By Xy + X, + 0008y X, + o0+ 8, X, =0
(1) (')
aly X il Tt an X, £6 QX + AKX e+ 3 X, =0
81X X; + o+ g, X (=0, Xy T X, +o @y X e+ 3, X, =0
inconnues coefficients | | second membre
(x;) (a;) (b3)

Rang d'une application linéaire :
nombre r d'équations linéaires indépendantes

*sir>n: Il existe une infinité de solutions (x;, x,, ..., X.)
*sir=n: Il existe une unique solution (x;, X,, ..., X,)
*sir<n: Il n'existe aucune solution si (b, b,, ..., b) # (0, 0, ..., 0)

(0, 0, ..., 0) est solution si (b, b,, ..., b)) = (0, O, ..., 0)



APPLICATION DE L'INVERSION DE MATRICE : RESOLUTION D'UN SYSTEME DE CRAMER

DEFINITION :
Systéme de Cramer : Systéme linéaire tel que :
1) nombre n d'inconnues = nombre m d'équations
2) systeme homogeéne associé : 1 unique solution (1)
(x', %', .., x")=(0,0,..,0)

PROPRIETE :

Un systéme de Cramer admet 1 solution unique : (x;, X, ..., X

RESOLUTION MATRICIELLE D'UN SYSTEME D'EQUATIONS LINEAIRES :

ECRITURE MATRICIELLE :

Systéme linéaire : Systéme homogeéne :

A |X>=|B> A |X>=]0>

avec : A =(a;): Matrice carrée des coefficients des équations
|X>= (x;) : Vecteur colonne de solution
|0> : Vecteur nul d'ordre n

|B>= (b,) : Vecteur colonne du second membre

RESOLUTION :
Ona ATAIX>=A1|B> ATA|X>=A"1]|0>
IX>=A"1|B> IX>=A"1]|0>

8y,

anl
ay

aj

anl

Ay

ank

Ay

ank

X, Ao

177

By, Xy + X+
ay X +anX, +---a,

Xy + ApXy B

By Xy + 8, Xy + o8y X+

+ 8y, X, =By
+a,.X, =hb,
+a,. X, =D,
+a, X =b
oG
o) b
oG
X |=|b




APPLICATION DE L'INVERSION DE MATRICE : RESOLUTION D'UN SYSTEME DE CRAMER

3X, +X, =X, =3
Objectif : Résoudre le systéme :<{—Xx, +3X, +X; =1

2X, +2X;, =0
1) Ecrire le systéeme sous forme matricielle

+3x, + 1x, + [=lx, =3 3 1 FOy(x) [8 soit A|X>=B
—1x, + 3x, + +#Ix;, =1 -1 3 [1]|x,|=]1 3 1 -1
0x, + 2x, + #2x, = 0 0 2 [2)(x;) \0O avec: A=|-1 3 1
0 2 2

X, 3

| X)=|x,| |B)=|1

Xy 0

2) Calculer l'inverse A1 de la matrice A (combinaison linéaire, pivot de Gauss, Gauss-Jordan)

3 1 -1 Y Y N
A=|-1 3 1 > Al- +% +% —%

3) Résoudre le systéme par inversion

AX>= |B> Yo =Y+ X(3) (x X, 1/2
< AA |X> = A1 |B> +% +% _% 1=] X%, soit - X, |= 3/4
S IX>=A"|B> % % +%)0) (% x,) \-3/4



EXERCICE D’APPLICATION

Exercice 11) Lo 1 1 2 5
1) Chercher les décompositions LUde : A=|1 2 0| B=|2 8 12
1 1 1 4 16 26

2) Calculer I'inverse de B

1X, +2X, +5X; =3

3) Résoudre ¢ 2X, +8X, +12X, =1 a partir d’'une décomposition LU.
4%, +16X, +26X; =0

( On choisira L telle que ;=1 (i=1,3)



EXERCICE D’APPLICATION

1 2 1 1 2 5
1) Chercher les décompositions LU de : A=l 20 B=12 8 12
1 1 1 4 16 26
Décomposition LU de A : IMPOSSIBLE
1 00 1 2 5
Décomposition LU de B : L=]2 10 U=10 4 2
4 2 1 0 0 2
2) Calculer I’inverse de B :
1 0 0 1 12 -2 2 72 -2
L'=[-2 1 0 u'l=l0 14 -1/4 B'=|-1/2 3/4 -1/4
0 -2 1 0 0 12 0 -1 12

1X, +2X, +9%; =3
3) Résoudre le systeme : 2X, +8X, +12x, =1

4x, +16X, +26x, =0
1 2 T7/2 -2)(3 X, 19/2

= -y2 34 —yal1 > _|-3/4

X
3 0 -1 Y2 )\0 Xg -1

>

X X
NS



CHANGEMENT DE BASE

Rappels :

Base : B = (e,, €,, ..., €,) est une base d'un espace vectoriel EV (C") ssi pour tout
vecteur V de G" il existe un n-uplet unique tel que : n
V=>Ae
i=1

Isomorphisme : A tout vecteur V de G", on peut associer la matrice colonne des coordonnées
Cn —»M, 4 (©) de V dans B : X,

M(V)=| 7 V=>14e
i=1

Changement de base :
Soient B = (e4, ey, ..., ,) et B' = (e';, €', ..., €',) 2 bases de EV ("ancienne" et "nouvelle" bases).
Soient p, les coordonnées de e, ' dans I'ancienne base B.

On appelle "matrice de passage" de B—B' la matrice P=(p,) soit :
Pu 0 Pw 0 Pm

. . n n
P= .p|1 Pi .pln ek = Z plk ek et ek — Z p'|k e'k
: : =1 =1

P =t P o Pmn
La matrice de passage de B'—B est la matrice P' =(p', ) inverse de P : P' = P

Soit V un vecteur de EV de coordonnées (x4, X,, ...X,) dans B et (x';, X'5, ..., X',) dans B'".

On a X1, X9y ooy Xg> = P X'y, X'y, .., X' et X'y, X5y ooy X >=P1 X4, X, .y X >




MATRICES CARREES INVERSIBLES : CHANGEMENT DE BASE ET DIAGONALISATION

Objectif : Trouver une nouvelle base B' = (e';, e, ..., €',) dans laquelle une matrice A
de forme quelconque dans la base B = (e,, e,, ..., e,)) devienne alors diagonale :

% - Qy a?n B, oo 0 oo @
A= a.j1 aj . a.jn > A= O . aj 0
a, -~ a, - a, 0 -+ 0 - a.
B=(e.e,e) B'= (e, €, - 6" )
I Définitions :

Soit A une matrice carrée d'ordre n. S'il existe 2 matrices carrés P et D telles que :

1) P est inversible

2) D est diagonale alors A est diagonalisable.

3)A=P D P
a.ll a, - a?n p.11 Py - p.ln d.11 0 0 'plll pllk .p|n1
a.jl A ' a.jn = p:jl | P . p:jn O | dj | 0 .p'|1 P .p|ln
o A ) gy o b s (0 e 0 e 4 (g e e g

A = P D p-1




MATRICES CARREES INVERSIBLES : DIAGONALISATION

Soit D une matrice diagonale.

Les scalaires d,,, d,,, ..., d_, sont Ies|"va|eurs Qrogres'] de A.
Ce sont les racines du polynéme caractéristique :

P(\)=Det(A-L1)=0 soit, VA € G : P(A) = (A =d,,)(A-d,,)...(A-d..) = 0

Multiplicité M de la valeur propre = multiplicité de la racine du polynéme.
M=1:«non dégénérée » M = k >1 : « k-fois dégénérée »

* Si aucune valeur propre }; dégéenéree :
= A peut étre écrite de fagon unique sous forme diagonale
(@ une multiplication pres de tous les }; par une méme constante).

* Si 1 valeur propre A; dégenérée avec 1 multiplicite M, :
= A peut étre écrite sous forme bloc-diagonale.
Bloc M;*M; = sous-espace vectoriel (SEV) propre associé a A;.
et 3 choix infini de vecteurs de base V; du SEV associés a A,

1¢" vecteur propre : choix libre d’'une/plusieurs coordonnées
vecteurs propres suivants : doivent étre orthogonaux aux précédents

Remarque : Les vecteurs propres sont toujours orthogonaux 2 a 2.



DIAGONALISATION DE MATRICE : EXEMPLE (1)

1 2
EXEMPLE : DIAGONALISATION DE A= (1 1)

1) Déterminer les valeurs propres A, et A, :

1-2) -2
On calcule Det(A—i |)= (1_\/5_/1X1+\/§_/1)

|:> valeurs propres Iﬂ’l B (1_ \/E) ot D= [1— \/E 0 j

1-2 2| Det(A-11)
1 1-4 " Det(A-21)

2, =(1++2) 0 1+2

2) Déterminer les vecteurs propres V. associés :

)P 2Lz (5 Al om () ool

3) Déterminer les matrices de passaqge P et P! telles que P D P1 = A:

- ()f) st pe| ) R pl:[—j; g@




DIAGONALISATION DE MATRICE : EXEMPLE (2)
INTERPRETATION GEOMETRIQUE

A : Transformation de E dans E, K-linéaire et bijective (lsomorphisme)
A associe a tout vecteur (W ) de E un vecteur image (W)

LG

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

_1/2_:;_1_,ﬁ_\/§/2_::_1_. #_1 —»_0
1 e Vo el O I

base 1 T base 2 %ﬁdes normes = ISométrds

— C des angles — Simiitade

(3-1) W (2.20,8) ?
All &

(12) W (1,01,1)

Base {€,6,j]| Base 1,\72}

(-2 1) (1,7 -0,3) A:(l 2) A:(l_ﬁ (ifj
(0 -1) (1 0,7) 1 1 0 1++/2

(-1,50) W, (3/4 -3/4)
(1,5 1,5) w! (0-2,1)




DIAGONALISATION DE MATRICE : EXEMPLE (3)

SIMILITUDE DE RAPPORT A : bijection de E sur E multipliant
les longueurs par A .

conservation des angles = | A, | = | 7‘2 |=..=A soit d = £ A
Ex: plan Euclidien P S,(1)= A 0 s, (1)= A0 S.(1)= -1 0
(A 20) ' 0 4 2 (O — 0 -2
/ /
A’ // c'
i \ B" A// D' o ) B
. —~—B Py 6§ | Ay
€, i1/
> = , A
0 §1/|D 0 \\\2\&\\\ o] /‘D
D' ; T~~L_ B
C ‘ . B'\ C
/ —— =

31(2):[5 gj 52(2):((2) —Ozj 83(2):(—02 _ozj

SIMILITUDE DE RAPPORT 1 : Det[S(1)|=+1" (m dimensions)




EXEMPLE : DIAGONALISATION D’UNE MATRICE 3*3 INVERSIBLE (1)

4 5 -5
1) Diagonaliser la matrice A=| 8 7 -4
-2 8 -5

2) Déterminer les vecteurs propres associés aux valeurs propres 1, i=1,3
Calculer les matrices de passage P et P! telles que A=P D P
avec D, forme diagonalisée de A.

1) Calcul de Det(A-Al)=| 8 7-4 -4
-2 8 -5-1
Det(A—Al)=(4-A)7-A1)-5-1)-320+40

—[10(7 - A1) —32(4— 1) + 40(-5—- )]
Det(A— Al )= -4 +64% + 451 -162




EXEMPLE : DIAGONALISATION D’UNE MATRICE 3*3 INVERSIBLE (2)

Recherche des racines du polynéme caractéristique P(L.) = Det(A-Al)
Det(A— Al )= -2 +64*+451-162=P(4)
= Etude de la fonction P(A) : P'(1)=-31*+124+45
— Recherche des racines Arci et Arcz A =144—4(-3*45) =684

A 1/2 = —12£684 d’ou /1rac1 =+6,359 ;z“racz =—-2,358
rac . 6
}L —00 }\,1 }Lrac1 }\,2 }Lracz }\‘3 + o0
+ oo
<+
+109,637
-221,637 + o0
<+



EXEMPLE : DIAGONALISATION D’UNE MATRICE 3*3 INVERSIBLE (3)

Recherche des valeurs propres )\

N
[
[e»]

Det(A-)1)




EXEMPLE : DIAGONALISATION D’UNE MATRICE 3*3 INVERSIBLE (4)

Recherche par dichotomie des racines de P(1)=—A4*+64*+451-162

A =-60 1,=+30 A =+90

— Diagonalisationde A: D =

-6
0
0

(Précision : 10-1)

0 O 0
+30 O
0 +90

2) Recherche des vecteurs propres \_ii associés aux A,

—

vecteur propre V, associé a i, :

ona AV, =4V, soit (A— 4, 1).V, =0

4—(-6) 5 -5
7-(-6) -4
—2 8 -5-(-6)

& S

I
o O O

(10X, +5x%, —5%, =0
8X, +13X, —4x, =0

Résolution : Inversion de matrice ...

| —2X +8X, + X%, =0



EXEMPLE : DIAGONALISATION D’UNE MATRICE 3*3 INVERSIBLE (5)

(10X, +5X, —5%, =0 (X =1 1
ontrouve {8x +13x,-4x,=0 () % =0 soit |V, =| 0
| —2X, +8X, + X, =0 (X3 =2 2
\72 associé a A, , \73 associé a A,
1X, +5X, —5X, =0 o[ |[ —5% +5x,—5%,=0 1
§8X +4x,—4x, =0 D)V, = < 8x1—2x2—4x3:0|:> v, =
|—2X, +8X, —8%; =0 1 —2X, +8X, —14x, =0 1

d’ou les matrices de changement de base PetP1tq. A =P D P-1

P=(%) (%) (%)

1 0 1 Inversion 1/3 _1/3 1/3
P={lo] |1| |2|| 1O >Pi=|-4/3 13 23
2 1 1 2/3 1/3 —1/3




DIAGONALISATION D’UNE MATRICE 3*3

APPLICATION :

Propriétés anisotrope des cristaux et des roches

- propagation des ondes
tenseur des indices (cristaux)
ondes acoustiques /phonons
- déformation
- compressibilité

et Statistiques ... !
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